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texto em questdo é um relato da minha ex-

periéncia na Iniciagdo Cientifica, realizada

na Universidade Federal de Mato Grosso na
modalidade voluntariado (VIC) no ciclo de 2023-2024,
sob orientagdo do Prof. Djeison Benetti. Este tra-
balho teve como objetivo o estudo aprofundado do
texto fundacional de Richard Dedekind, Continuidade
e Niumeros Irracionais, e de outros textos relacionados,
considerando que o curso de Matematica-Licenciatura
ndo atribui énfase significativa as obras cléssicas.

O estudo detalhado desta temdtica é crucial para
a fundamentac¢do da matemaética pura, uma vez que a
recuperacao de tais textos histéricos proporciona uma
compreensdo mais profunda da construgdo do conhe-
cimento matemaético. Essas obras ddo sentido ao saber
matemadtico hoje, seja pela retomada das discussdes
histéricas e filos6ficas, seja pelo fato da construcdo dos
ndmeros reais ser um marco para o desenvolvimento
da Matematica e das ciéncias em geral.

A pesquisa, de natureza qualitativa, fundamentou-
se em uma revisdo bibliogréfica aprofundada. Ao
longo do periodo de vigéncia, foram realizados en-
contros semanais com o orientador para discussdes e
aprofundamento da tematica. As discussdes com o
professor orientador possibilitaram o refinamento das
questdes centrais. Esses didlogos também ajudaram a
identificar lacunas na minha compreensdo a respeito
de alguns conceitos importantes, o que nos guiou a
buscar fontes adicionais e a revisdo de tradugcdes es-
pecificas da obra de Dedekind.

Na selecdo das fontes bibliogréficas, priorizamos
aquelas que contribuiram significativamente para a
compreensdo histérica da constru¢do dos nameros re-
ais, com destaque para a descoberta da incomensura-
bilidade, a criacdo dos conjuntos dos ntiimeros irraci-
onais e a compreensdo da esséncia da continuidade.
Neste sentido, as discussdes foram inicialmente estru-
turadas em torno da obra Conceitos Fundamentais da
Matemitica de Bento de Jesus Caraga. Ja a traducado
da obra de Dedekind, feita por Augusto J. F. de Oli-
veira no livro Dedekind e os niimeros: antologia de textos
fundacionais de Richard Dedekind, foi central para as dis-
cussodes acerca da formalizagdo dos nameros reais e da
continuidade.

Os resultados da pesquisa evidenciam o problema

da medida, que consiste em determinar se é pos-
sivel encontrar uma unidade comum, a parte ali-
quota, a fim de comparar diferentes segmentos de
reta. Quando essa unidade ndo existe, esses segmen-
tos sdo denominados incomensuraveis, cuja medida
nao pode ser expressa como razao de ntmeros intei-
ros. Essa limitacdo evidenciou a necessidade de ex-
pandir o conceito de ntimero para além dos racionais.

GRANDEZAS
COMENSURAVEIS E INCOMENSURAVEIS
E O MDC ENTRE DOIS SEGMENTOS
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Fonte: obaricentrodamente.com, 2023.

Neste contexto, ao se comparar os nimeros racio-
nais com a reta geométrica, verifica-se a existéncia de
“lacunas”, em que os racionais sdo insuficientes para
“preencher” toda a reta. No século XIX, com a questdo
da grande inddtstria (evolugdo da quimica, fisica, bio-
logia, etc.) houve a necessidade de medir grandezas
cada vez menores: 0 movimento de navios e trens, a
variagdo de comprimento de uma barra metélica com
a temperatura, o crescimento de uma planta, as ne-
cessidades de medir grandezas microscépicas, etc. A
questdo principal, portanto, se resume em formalizar
matematicamente a nogdo de uma variagdo que se faz
por grandezas insensiveis. Isso se apresenta a Mate-
matica sob a forma do problema da continuidade e
estd indissociavelmente ligado a construcdo dos nu-
meros reais.

Teorema: cada grandeza que cresce continuamente, mas
ndo para além de todos os limites, deve certamente
aproximar de um valor limite.
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Desde Newton e Leibniz, muitos resultados de cél-
culo foram considerados verdadeiros, mas sem uma
prova rigorosa; eles eram vistos apenas de forma in-
tuitiva, como o teorema acima. Este teorema d4 uma
condigdo suficiente para que uma sequéncia convirja.
Foi tentando demonstré-lo que Dedekind percebeu a
necessidade de uma conceituagéo rigorosa de ntiimero
real; mais precisamente, de uma resolugdo do pro-
blema da continuidade.

Dedekind propos que cada ntmero real poderia
ser definido como um “corte” no conjunto dos ntime-
ros racionais. Um corte separa os nimeros racionais
em duas classes distintas e disjuntas, de modo que to-
dos os ntimeros de uma classe sdo menores que os da
outra. Essa ideia é central para fornecer uma defini¢do
precisa de niimero real e resolver o problema da conti-
nuidade. Um exemplo de corte nos nlimeros racionais
ocorre quando a separagdo entre duas classes nao cor-
responde a nenhum ntimero racional especifico. Esse
elemento “faltante” é definido como um ntmero ir-
racional. Assim, os nimeros irracionais sdo descritos
como elementos de separagdo de um corte qualquer
que “preenchem” todas as possiveis “lacunas” deixa-
das pelos racionais na reta numérica.

Definicao: chama-se niimero real ao elemento de
separagdo das duas classes de um corte qualquer no
conjunto dos niimeros racionais: se existe um niimero
racional separando duas classes, o niimero real coincide
com esse niimero racional; se nio existe tal niimero, o
niimero real diz-se irracional.

Portanto, conclui-se que o problema da continui-
dade, presente em fendmenos como o movimento, é
fundamental na matematica e nas ciéncias. Sua re-
solucdo exige um aprimoramento daquilo que foi ini-
cialmente desenvolvido pelo Célculo, resultando nos
modernos conceitos de limites, continuidade, sequén-
cias e séries. A contribui¢do de Dedekind foi assim
decisiva, pois permitiu uma defini¢do precisa dos nu-
meros reais e estabeleceu uma base sélida para a Ana-
lise Matematica. O teorema que Dedekind enunciou e
provou pela primeira vez de maneira rigorosa é enun-
ciado, atualmente, da seguinte maneira: Toda sequén-
cia mondtona limitada é convergente. A nocado de corte
aparece implicitamente no Axioma Fundamental da
Andlise Matematica; axioma utilizado na demonstra-
¢do deste teorema. m
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